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Zadanie 1. W trapezie ABCD punkty M i N to odpowiednio $rodki ramion
BC' i DA. Oblicz stosunek

Papy + Popn
Pspcp '

Autor zadania: Maria Janyska

Rozwiazanie: Pole catego trapezu wynosi oczywiscie %(a—l—b) -2h. Policzymy
teraz pola szukanych trojkatéw. Zauwazmy, ze prosta M N jest linia Srod-
kowsa tego trapezu. Oznacza to, ze dzieli réwniez wysokosé trapezu na dwa
odcinki o réwnych dhugosciach. Sa one prostopadte do podstaw AB, C'D, wiec
takze réwnolegle do wysokosci AABM, ACDN opuszczonych z wierzchol-
kéw M, N, a jako, ze MN || AB || CD, to sa tych samych dlugosci réwnych
% = h. Zatem mozemy obliczy¢ sume

1 1 1
PABM + PCDN = §G/h+ §bh = §h(a+ b)

Zatem otrzymujemy koncowy wynik

Papy + Popn 3h(a+b) 1

Papcp fa+b)2n 2
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I Zadanie 2. Wiedzac, ze a + b+ c = 0 oraz a, b, c € Z, wykaz, ze
32(a* +b* + )
jest kwadratem liczby catkowite;j.

Zrédto zadania: Matematyka Olimpijska — Algebra i Teoria Liczb. A. Neu-
gebauer, wydawnictwo ,,Omega”, Krakéow 2022

Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Maria Janyska

Rozwiazanie: Oznaczmy

S = 32(a* +b* + ).

Z pomocy wzoréw Girarda-Newtona mozemy zapisaé S jako iloczyn elemen-
tarnych wielomianéw symetrycznych trzech zmiennych (wiecej na ten temat
w ksiazce Matematyka Olimpijska — Algebra ¢ Teoria Liczb. A. Neugebauer,
wydawnictwo ,,Omega” — rozdzial 6) w nastepujacy sposdb:

S =32(((a+b+c)(a® +b* + ¢ — ab — be — ca) + 3abe):
(a+b+c)—(a® +b* + c)(ab + be + ca) + (a+ b+ c)abe).
Podstawmy dana w zadaniu wartos¢ a + b+ c = 0.
S = 32(—(a® + b* + *)(ab + bc + ca)) =

= —32((a+ b+ ¢)? — 2ab — 2bc — 2ca)(ab + be + ca)) =
= 32 (=2)(ab+ bc+ ca)* = (8(ab + be + ca))?.

Wiemy, ze a, b, ¢ € Z, wigc réwniez 8(ab+bc+ca) € Z, zatem S jest kwadratem
liczby catkowitej, co nalezalo wykazac.
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