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|| Zadanie 1. Danych jest 12 réznych liczb dwucyfrowych. Udowodnij, ze r6z-
nica pewnych dwoch z nich jest liczba dwucyfrowa postaci aa.

Zrédto: Matematyka Olimpijska — Kombinatoryka. A. Neugebauer, wydaw-
nictwo ,,Omega”, Krakow 2022

Wybér zadania: Maria Janyska

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze wszystkie liczby dwucyfrowe postaci aa mozna
wyrazi¢ jako 11 - a. Zatem musimy wykazac, ze ktéras z réznic jest podzielna
przez 11 i dwucyfrowa.

Mamy 11 réznych reszt modulo 11, wigc co najmniej dwie z dwunastu da-
nych liczb musza mie¢ te sama reszte modulo 11. Zatem ich réznica bedzie
przystawaé¢ do 0 (mod 11).

Wiemy, ze liczby sa rézne, wiec rozpatrywana réznica nie wynosi 0, jest réwna
co najmniej 11. Ponadto sa dwucyfrowe, wiec réznica ma nie wiecej niz 2 cy-
fry. Oznacza to, ze jest dwucyfrowg liczba podzielna przez 11, czyli ma postaé
aa.
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Zadanie 2. Niech n € Z,. Pokaz, ze liczba 2(n? + 1) — n nigdy nie jest
kwadratem liczby catkowite]j.

Zroédto: Czesko-polsko-stowackie zawody matematyczne Junioréw 2012 — za-
wody druzynowe

Wybér zadania: Maria Janyska

Rozwigzanie: Zalézmy ,nie wprost”, ze liczba ta jest kwadratem liczby cal-
kowitej i przyjmijmy dla k € Z

2(n* +1) —n = k%
Pomnézmy réwnanie obustronnie przez 8 i zwinmy do kwadratu:
(4n —1)% + 15 = 8k2.

Skoro 3 | 15, to (4n—1)? = 8k? (mod 3). Kwadraty liczb catkowitych przystaja
do 0 lub 1 (mod 3), za$ prawa strona to 0 lub 2 (mod 3), wigc obie liczby
musza by¢ podzielne przez 3, czyli jako kwadraty o wszystkich czynnikach
w parzystej potedze réwniez 9 | (4n — 1)2,9 | k? (jako ze 8 jest wzglednie
pierwsze z 3). Ponadto 15 = 6 (mod 9), co daje nam sprzeczno$é, poniewaz
(4n—1)24+15=0+6 =6 # 0 = 8k% (mod 9). Zatem rozpatrywana liczba
nie moze by¢ kwadratem liczby caltkowitej, co nalezalo wykazac.
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