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|| Zadanie 1. Rozpatrujemy liczby catkowite modulo n, € Z,n > 1. Odwrotno-
$cia liczby catkowitej z (mod n) jest liczba calkowita y, jesli zachodzi x-y = 1
(mod n). Wykaz, ze liczba x ma odwrotno$é modulo n wtedy i tylko wtedy,
gdy NWD(n,z) = 1.

Zrédlo zadania: Magdalena Ciochon, ,Kongruencje”, praca konkursowa pi-
sana pod kierunkiem mgr Agnieszki Batko

Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Robert Rosczak
Rozwiazanie: Pokazemy implikacje w obie strony:

Liczba ma odwrotno$¢ = NWD(n,z) = 1.

Zalézmy wiec ,nie wprost”, ze liczba x ma odwrotnosé¢ y, czyli x -y = 1
(mod n), ale NWD(n,z) > 1. Wykazemy sprzeczno$¢.

Oznaczmy NWD(n,z) =d > 1 oraz -y = kn+1, k € Z,. Wtedy oczywiscie
d | n,d | kn.Z algorytmu Euklidesa mozemy stwierdzi¢, ze NWD(kn, kn+1) =
NWD(kn,1) = 1, zatem dla przyjetego d > 1 zachodzi d t kn + 1. Wiemy
jednak, ze kn +1 = z -y oraz d | x, co daje nam pozadana sprzecznos$é
z jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze obu stron réownosci. Zatem
zachodzi implikacja w pierwsza strone. Teraz przyjrzyjmy sie implikacji w
druga strone:

NWD(n,z) =1 = liczba ma odwrotnosé.
Skoro NWD(n,z) =1, to dla n > 1 wiemy, ze n{z,2 # 0 (mod n).

Rozpatrzmy wszystkie mozliwe wartosci y (mod n). Mamy mozliwe iloczyny
z-0,x-1,z-2,...,2-(n—1).
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Zadne dwa rézne iloczyny nie moga dawaé takiej samej reszty modulo n, bo
gdyby co najmniej dwa przystawaly do tej samej liczby, ich réznica, bedaca
niezerowa wielokrotnoscia z, przystawalaby do 0 mod n, co jest sprzeczne
z zalozeniem, ze x i n sa wzglednie pierwsze. Zatem wszystkie n iloczynéw
daje rézne reszty modulo n, w szczegdlnoéci jedna z nich przystaje do 1.
Wartosé, przez ktéra mnozymy = w tym wypadku, jest wladnie jego istniejaca
odwrotnoscia. Zatem zachodzi réwniez implikacja w druga strone.

Pokazanie tych dwdéch stron implikacji daje nam réwnowaznosé, co konczy
dowdd zadania.
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I Zadanie 2. Marek i Darek maja po dwie identyczne butelki, czesciowo napel-
nione sokiem. Wiadomo, ze gdyby Darek mial dwa razy wiecej soku, to miatby
go wiecej, niz gdyby Marek dostal dodatkowa pelna butelke. Oznaczmy jako
m iloé¢ soku posiadang przez Marka minus iloé¢ soku mieszczaca sie w jed-
nej butelce. Analogicznie oznaczmy d dla Darka. Znajdz najmniejsza warto$é,
jaka moze przyjmowaé wyrazenie

2d% 4+ 3d*m — m>.
Autor zadania: Robert RoSczak

Rozwigzanie: Niech pojemnos$é jednej butelki wynosi B, a iloSci soku posia-
dane przez Marka i Darka to odpowiednio M i D. Z definicji mamy

m =DM — B, d=D—-B.
Warunek zadania:
2D>M+B <<= 2(d+B)>(m+B)+B <= 2d>m.
Przeksztalémy wiec wyrazenie
2d3 + 3d*m — m® = (2d — m)(d® + 2dm + m?) = (2d — m)(d + m)>.

Z nieréwnoéci 2d > m otrzymujemy (2d — m) > 0, natomiast (d +m)? > 0
zawsze. Zatem
2d% + 3d*m —m3 > 0,

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy d+m = 0, czyli M+D =
2B. Jest to mozliwe jezeli na przyktad Darek ma dwie butelki, kazda pelna
W %, a Marek dwie pelne w i, co spelnia warunek o nieréwnosci.
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