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MathLovers

il Zadanie 1. Znajdz liczbe sposobéw na ktére mozna rozdzielié n nierozréznialnych
owocow miedzy k dzieci zaktadajac, ze kazde musi otrzymaé co najmniej dwa.

Autor zadania: Robert Rosczak
Rozwigzanie: Niech z; oznacza liczbe owocow otrzymanych przez i-te dziecko.
Mamy

1+ +xK =, T, €Lsy (i=1,...,k).

Wprowadzmy nowe zmienne y; = x; — 2. Wowczas y; > 0 i
1+ +ye=n—2k.

Liczba nieujemnych rozwiazan catkowitych réwnania powyzej (rozwiazanie kla-
syczne ,stars and bars”) wynosi

((n—Qkk)_Jrlk—1>: <n;ﬁz1>

pod warunkiem ze n — 2k > 0 (w przeciwnym razie rozwigzan nie ma).

n—kF—1

Dla n > 2k liczba sposobéw = ( P

). Dlan <2k — 0.
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| Zadanie 2. Udowodnij, ze rownanie

ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach catkowitych z,y.

Autor zadania: Robert Ros$czak
Rozwigzanie:

Dowéd. Rozwazamy rownanie

Po pomnozeniu przez 2 otrzymujemy

2 —2x -2y =0,

x=124/1+ 292

Aby x bylo catkowite, liczba 1 + 2y? musi byé¢ kwadratem calkowitym. Niech
2 =1+ 2y%. Wtedy

czyli

2 — 2% =1.

Jest to réwnanie Pella. Wiadomo, ze ma ono nieskonczenie wiele rozwigzan cat-
kowitych (¢,y).

Rozwiazania te mozna otrzymacé z tozsamosci
tn+ynV2=(3+2V2)", n=012,...
co daje rekurencje
b1 = 3ty + 4yn, Yn+1 = 2ty + 3Yn,
z warunkiem poczatkowym (to,yo) = (1,0).

Poniewaz ©x = 1 + t, zatem dla kazdego n rozwigzanie réwnania poczatkowego
dane jest przez

(Tn, Yn) = (1 + Loy Yn)-
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Laczac oba wzory otrzymujemy bezposrednia rekurencje dla par (z,,y,):
Tny1 = 3xn + 4yn - 27 Yn+1 = an + 3yn - 27

z warunkiem poczatkowym (zg,yo) = (2,0).

Na przyktad:

(an yO) = (27 0)7 (xh yl) = (47 2)7 (I27 y2) = (147 10)7 ($37 y3) = (527 36)7 s

W ten sposéb otrzymujemy nieskonczenie wiele rozwigzan catkowitych rownania
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