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| Zadanie 1. Udowodnij, ze
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Autor zadania: Tomasz Kossakowski

Rozwigzanie:

Sposob 1:

Niech 2 = vk dla k = 1,2,...,2025. Zastosujemy najpierw nieréwno$¢ Cau-
chy’ego w formie Engela:
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Zastosujmy teraz nieréwnosé¢ $rednich potegowych dla poteg p = 11 ¢ = 3 (dla
dodatnich liczb i p < ¢ mamy M, < M,), w postaci
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Dla z;, = vk i n = 2025 daje to
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Obliczamy sume arytmetyczna:

2025 2025 - (2025 + 1 2025 - 2026
k= (2 D 5 = 2025 - 1013.

Tak wiec
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Wréémy do Engela:

2025 20252 20252 2025
Z > = > 200.
\/_ SR 2025 - 101313 1013%/3
Wobec tego
2025
Z i 200.
Sposob 2:

Funkcja f(x) = 2713 jest malejaca, wtedy:
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Zadanie 2. Niech o bedzie liczba ztozong. Przypu$émy, ze rownanie

jest spelnione przez pewne dodatnie liczby catkowite a,b. Wykazaé, ze istnieja
parami rézne pary (ag,by), (az, b2), (a3, bs) dodatnich liczb catkowitych rézne od
(a,b), ktére réwniez spelniaja to réwnanie.

Autor zadania: Bartosz Trojanowski

Rozwigzanie: dowodnimy, ze wszystkie pary a, b, o spelniajace dane rownanie sg
postaci a = kx(z + y),b = ky(x +y),0 = kay.

Mnozac to réwnanie przez abo dostajemy

ola+b)=ab < (a—o0)(b—0)=0"
Jesli NW D(a,b,o) > 1, to mozemy réwnanie to podzieli¢ przez NWD(a, b, o),
gdyz obie strony sa tego samego stopnia. Zatem mozemy bez straty ogdlnosci
przyja¢, ze NW D(a,b,0) = 1. Oczywiscie 0 > 1, wiec o posiada dzielnik pierwszy
p. Zatem 2v,(0) = v,((a —0)(b—0)) = v,(a — ) + v,(b — o). Jesli obie te liczby
sa podzielne przez p, to p | a,b, o, co przeczy wzglednej pierwszosci a, b, 0. Zatem
wykladnik p-adyczny jednej z liczb a — ¢, b — ¢ jest réwny 2v,(c). Powtarzajac to
dla kazdej liczby pierwszej, dostajemy ze liczby a — 0,0 — 0 sa kwadratami liczb
calkowitych. Zatem a—o = 22, b—o = y? dla pewnych z, y. Stad mamy o = x%y?,
czyli 0 = xy. Zatem a = x(x+vy),b = y(z +y). Mozemy réwniez pomnozy¢ liczby
a,b, o przez pewne k, ktére jest wezesniej odrzuconym NWD.
Pozostaje wiec wykazac, ze kazda liczbe zlozong o da sie przedstawi¢ w postaci
kxy na co najmniej 4 sposoby. Skoro ¢ jest ztozone, to ma dwa rézne dzielniki
p,q > 1. Niech 0 = pgA (A moze by¢ oczywiscie réwne 1). Wystarczy wtedy wziaé
trojki: (k,z,y) = (pg, A,1), (p, A, 9), (¢; A, p), (1, Ap, q). u
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