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il Zadanie 1. Pewien ptywak ptynat w gére rzeki z szybkoécia v = 10%“. Nastepnie
zawrocit i ten sam dystans pokonal ptynac w dot rzeki. Pokaz, ze nie osiggnie na
calej trasie (w gore i d6t) szybkoSci Sredniej 2052,

Autor zadania: Michal Fronczek
Rozwigzanie: Oznaczmy przez t; czas, w ktorym ptywak pokonat trase w gore
rzeki, a przez s dlugos$é tej trasy. Niech tez to oznacza czas przebycia drogi po-
wrotnej z szybkoscia v,. Jako, ze droga jest w obie strony taka sama mamy, ze
t1 - v =8 =ty vy. Z definicji predkosci sredniej mamy:

Se s+s  2:t-v

Vg = — =

te  ti+ty  ty+1ty

Oczywiscie teleportacji nie uznajemy, bo jak zostato napisane ptywak ptynal w
druga strone, wiec to > 01 t; + t2 > t1, wiec wracajac do obliczonej szybkosci

sredniej mamy:
21 - 21y - k
v =L 2T 9y =900
t1 4 1o t1 h

A zatem w szczgolnosci szybkosci tej nie da sie uzyskaé, bo jakakolwiek $zybkosé
srednia jest od niej mniejsza.
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| Zadanie 2. Dany jest ciag liczb naturalnych oraz liczba pierwsza p takie, ze dla
i € Z, zachodzi rekurencja a; 1 = a?+1. Wykaz, ze niezaleznie od wyboru wyrazu
poczatkowego aq i liczby pierwszej p w omawianym ciggu zawsze na trafimy na
liczbe ztozona.

Autor zadania: Michal Fronczek
Rozwigzanie: Przytocze na poczatek jedno istotne twierdzenie:

Male twierdzenie Fermata: Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej a i liczby
pierwszej p zachodzi:
a® =a (mod p).

Wréémy do zadania. Rozpatrzmy je ze wzgledu na reszty z dzielenia przez p.
Dzigki przytoczonemu wezesniej twierdzeniu mamy, ze a;41 = af +1 = a; + 1
(mod p). Rozpatrujac k kolejnych rekurencji dostajemy, ze

Qv = Qirp1+1=apo+1+1=...=a;+k (mod p)
Niech wiec a; = n (mod p). Wtedy biorac k = [ - p — n dostajemy, ze:
ap=a1+k=n+l-p—n=0 (mod p)

Pozostaje zauwazy¢, ze z tego wynika, ze p dzieli a;,x, a ponadto k =1-p—n
moze by¢ dowolnie duze, podczas gdy ciag z definicji jego rekurencji stale rosnie.
Oznacza to, ze jego wyrazy sg dowolnie duze, a co p-ty jest podzielny przez p.
Zeby za$ by¢ pierwsze musiatyby te co p-te wyrazy by¢ réwne dokladnie p, co jest
sprzeczne z monotonicznoscig omawianego ciggu. A wiec nie wszystkie z nich sg
rowne p i kazde sa przez nie podzielne. Sa wiec zlozone. Powyzsze rozumowanie
zachodzi za$ dla dowolnych aq i p. To konczy dowdd.
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