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MathLovers

1l Zadanie 1. Na spotkaniu jest 6 oséb. Niektére pary oséb sa znajomymi. Udo-
wodnij, ze istnieje taka trojka osob, ze wszyscy sie znajg, lub taka, ze nikt nikogo
nie zna.

Zrédto zadania: Znane zadanie

Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Robert Rosczak

Rozwigzanie: Rozwazmy osoby jako wierzchotki grafu petnego. Pokolorujmy kra-
wedz na niebiesko jezeli osoby na jej koncach sie znaja i czerwono w przeciwnym
razie. Dla pewnego wierzchotka A, na mocy Zasady Szufladkowej Drichleta, wy-
chodza z niego co najmniej 3 krawedzie pewnego koloru. Oznaczmy wierzchotki na
konicach tych krawedzi X, Y, Z. Jezeli nie ma wsréd nich znajomosci to (X,Y, Z)
spetnia warunek. W przeciwnym razie pewna para z nich sie zna, i ta para plus A
spelia warunek.

Na tego typu pytania odpowiada dzial matematyki znamy jako Teoria Ramseya.
W tym przypadku mozna zastosowaé fakt zwiazany z Twierdzeniem Ramseya,
ktéry mowi, ze R(3,3) = 6, czyli graf pelny dwukolorowany musi mie¢ co najmniej
6 wierzchotkéw aby mozna byto znalezé¢ czerwona klike wielkosci 3 lub niebieska
wielkosci 3.
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Zadanie 2. Dany jest réwnoleglobok ABCD i punkt przeciecia jego przekatnych
M. Udowodnij, ze rzuty prostokatne punktu B na proste AC, C'D, AD oraz punkt
M sa wspotokregowe.

Autor zadania: Maria Janyska
Rozwigzanie:

A B

Rozwigzanie 1. Oznaczmy rzut na prostych AD, AC, C'D odpowiednio jako F, F, G.

Zauwazmy, ze trojkat BMG jest rownoramienny, jako ze M lezy na symetral-
nej dowolnej wysokosci trapezu, czyli w szczegdlnosci réwniez na BG. Ponadto
rownoramienny jest trojkat BM E z doktadnie tego samego powodu - M lezy na
symetralnej wysokosci BE. Mamy zatem réwnos$¢ odcinkow M B = MG = ME,
czyli punkt M jest rownoodleglty od wierzchotkéw tréjkata EBG, zatem jest srod-
kiem okregu opisanego na tym tréjkacie.

Skoro SAEB = SAFB = 90°, to czworokat ABF'E jest cykliczny.

Oznaczmy SEFA = a. Wtedy SEFM = 180° — a. Mozemy przeniesé go wiec po
okregu, YABE = «. Skoro $AEB = 90°, to SEAB = 90° — « oraz z wlasnosci
réwnolegtoboku i kata prostego < BGC' mamy kolejno 4 BCG = 90°—«, SCBG =
a, JEBG = 90° — a. Kat srodkowy oparty na tuku FG jest dwukrotnie mniejszy,
czyli SJEMG = 294 EBG = 180° — 2«v. Zatem w trdjkacie réwnoramiennym FMG
mamy SMEG = 4MGE = a.
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Skoro SEFM = 180°—a i SMGE = «, to suma tych katéow to 180°, co dowodzi,
ze czworokat GEF M jest cykliczny.
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Rozwigzanie 2. Niech oznaczenia punktow pozostana takie same, jak w pierwszym
rozwiazaniu.

Opiszmy okrag na tréjkacie ACD.

Zauwazmy, ze, jesli prosta AC' jest $rednica okregu, to SADC = 90°, to ABC'D
jest kwadratem. Wtedy rzut B na AC pokrywa si¢ z punktem przecigcia przekat-
nych, zatem mamy wykaza¢ wspdétokregowoscé trzech puntkoéw, co zachodzi zawsze.

Zatozmy wiec, ze AC nie jest Srednicg okregu, niech wiec styczne do tego okregu w
punktach A, C' przecinaja sie w punkcie R (na pewno sie przecinaja, odrzuciliSmy
warunek, gdy styczne bylyby réwnolegte, rozpatrujac AC' jako $rednice).

Oznaczmy SRAD = «a. 7 twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwa wiemy,
ze SACD = 4BAC = «. Stad wiemy, ze punkty R, B sa izogonalnie sprzezone
w kacie SCAD. Analogicznie oznaczamy JRCD = 3, co daje nam JCAD =
JBAC = (. Punkty R, B sa wiec izogonalnie sprzezone réwniez w kacie <ACD.

7 definicji izogonalnego sprzezenia: ta para punktéw jest sprzezona w dwdch ka-
tach tréjkata AC'D, dlatego jest sprzezona w tym tréjkacie.

Znanym faktem jest, ze rzuty prostokatne punktéw izogonalnie sprzezonych na
w trojkacie na jego boki leza na jednym okregu. Wiemy, ze punkty E, F,G sa
rzutami punktu B na boki trojkata ACD, pozostaje wiec pokazaé, ze M jest
rzutem punktu R na bok AC.

Wiemy jednak, ze odcinki styczne do okregu majg rowne dtugosci, RA = RC,
czyli trojkat ARC' jest réwnoramienny, przy czym z definicji réwnolegtoboku M
jest srodkiem odcinka AC. Wysokos¢ w trojkacie rownoramiennym opuszczona
z wierzchotka miedzy ramionami przechodzi przez potowe podstawy, czyli w na-
szym przypadku przez punkt M. Pokrywa si¢ jednak ona oczywiscie z rzutem
prostokatnym, czyli punkt M faktycznie jest rzutem punktu R, co konczy dowdd.
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Rozwigzanie 3. Oznaczmy rzut na prostych AD; AC, C'D odpowiednio jako F, F, G.
Stosujemy na nich inwersje w okregu o Srednicy BD. Teza jest réwnowazna z tym,
ze obrazy E, F,G w tej transformacji lezg na proste;j.

Zauwazmy jednak, ze SBED = <BGD = 90°, czyli punkty E, G leza na okregu
inwersyjnym. Pozostaje udowodnié, ze na prostej przez nie lezy obraz F. Skorzy-
stamy do tego z Tw. o Prostej Simsona.

Zdefiniujmy punkt K na prostej AD tak, ze F'K 1 BF'. Niech L, N beda punk-
tami przeciecia prostej F'K z odpowiednio C'D, AB. Do udowodnienia tezy pozo-
staje udowodni¢, ze punkty K, L, D, A leza na jednym okregu. Na mocy Tw. Talesa
I = {5t = {5 # czego wynika §BKF' = $BNF' = 180° = $DBN = 4BDG,
co dowodzi upragnionej cyklicznosci.

Strona 5z 5



