ﬁe Rozwiagzania zadan

o, z 3.11.2025

MathLovers

| Zadanie 1. Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej ¢, niech d(t) bedzie najmniejsza
dodatnig liczba catkowita, ktérej silnia jest podzielna przez t (na przyktad d(6) =
3, bo 3! = 2. 3 jest wielokrotnoscia 6, a 2! i 1! nie sa). Rozwiaza¢ réwnanie

n
d(n) = 5
Autor zadania: Bartosz Trojanowski
Rozwigzanie: Przez v,(n) oznaczmy wyktadnik p-adyczny z liczby n.
Oczywiscie n musi by¢ parzyste. Zatézmy najpierw, ze n jest potega 2. Mamy wiec
d(2F) = 2% dla pewnej dodatniej liczby catkowitej k. Bezposrednio sprawdzmy,
ze k = 1,2,4 nie spetniaja warunkéw zadania, a k = 3 spelnia. Gdy k > 5, to ze
wzoru Legendre’a mamy

k—2 2k—2

+

02(2k—20 = 9 4

+ ... =2k

czyli d(2%) < 282 < 21 Stad gdy n jest potega dwojki, to n = 8 jest jedynym
rozwigzaniem. Gdy n = 2p dla pewnej nieparzystej liczby pierwszej p, to oczywiste
jest, ze faktycznie d(n) = 7. Teraz przyjmijmy, ze n ma co najmniej dwa rézne
nieparzyste dzielniki wieksze od 1. Niech ¢ bedzie drugim najwigkszym takim
dzielnikiem. Wtedy ¢ < 7, wigc d(n) < ¢ < 5. Podsumowujac, réwnanie spetniaja
dwukrotnosci liczb pierwszych oraz liczba 8. |
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| Zadanie 2. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC i okrag nan opisany. Styczne
przez punkty B i C przecinajg sie w D, przez C 1 A — w E, przez Ai B— w F.
Udowodni¢, ze AD, BE oraz C'F przecinajg sie w jednym punkcie.

Autor zadania: Tomasz Kossakowski
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze okrag jest krzywa stozkows oraz proste AF, FB, BD, DC, CE
oraz F A sy styczne do tej krzywej, wtedy szeSciokat AF BDCE jest opisany na
okregu, zatem na mocy twierdzenia Brianchona AD, BE oraz C'F przecinaja sie
w jednym punkcie.
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