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| Zadanie 1. Rozstrzygnij, czy skoczek szachowy moze przejsé po kazdym polu
szachownicy 5 x 5 doktadnie raz i wroci¢ na pole startowe? A co z szachownicy
4 x 47

Zrédto zadania: Wikipedia

Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Maria Janyska

Rozwigzanie: Zacznijmy od rozwazenia szachownicy 5 x 5, pokazemy, ze konik
nie moze przejs¢ na kazde pole doktadnie raz i wroci¢ na pole startowe, czyli ze
nie istnieje cykl Hamiltona, w ktérym pola sg traktowane jako wierzchotki grafu,
za$ ruchy konika jako krawedzie.

Zauwazmy, ze konik w kazdym swoim ruchu przechodzi z czarnego pola na biate
lub z bialego na czarne, nigdy dwa razy z rzedu nie stanie na polu tego samego
koloru.

Szachownica 5 x 5 na 25 pdl, zatem aby skoczek odwiedzil kazde pole i wrécit
na pole startowe, musi wykonaé¢ doktadnie 25 ruchéw. Zawsze po nieparzystej
liczbie ruchéw jednak znajdzie si¢ na polu o odmiennym kolorze od tego, z ktérego
zaczal, czyli po 25 ruchach nie moze znalezé sie na polu o tym samym kolorze, w
szczegolnosci na tym samym polu, zatem mamy wykazang sprzecznosc.

Warto zauwazy¢, ze ta obserwacja méwi nam, ze dla dowolnej szachownicy o
wymiarach n X m dla m,n nieparzystych nie istnieje cykl Hamiltona dla konika.

Istotnie na planszy 5 x 5 nie istnieje cykl Hamiltona dla skoczka.
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Teraz rozwazymy problem szachownicy 4 x 4. W tej czesci bedziemy uzywacé inter-
pretacji szachownicy jako grafu opisanej powyzej. Bedziemy chcieli znéw pokazaé,
ze cykl Hamiltona na takiej szachownicy nie istnieje.

Zatézmy, ze istnieje cykl Hamiltona, zatem mozna przedstawi¢ te szachownice
w postaci grafu z takim cyklem. Wykorzystamy pewien lemat z teorii grafow,
ktorego dowdd znajduje sie na koncu tego rozwiazania. Zatem z lematu 1. wiemy,
ze dla grafu bedacego cyklem Hamiltona po usunieciu k wierzchotkéw (wraz z
krawedziami z nich wychodzacymi) graf rozpada sie na co najwyzej k spdjnych
sktadowych. Mozemy wiec usunaé 4 srodkowe pola naszej szachownicy i policzy¢
pozostalg liczbe spojnych sktadowych. Jest ich 6 - taczac wierzcholtki ze wszystkimi
polami, na ktore mozna si¢ z nich przemiesci¢, otrzymamy cztery odseparowane
wierzchotki i dwa cykle po cztery wierzchotki z pozostatych na krawedziach. 4 < 6,
co daje nam sprzecznos¢ z lematem, jako ze, gdyby byl to od poczatku cykl
Hamiltona, spojnych sktadowych powstaloby co najwyzej 4.

Otrzymalidémy zatem sprzecznosé réwniez dla szachownicy 4 x 4.

Lemat 1. Dla grafu posiadajacego cykl Hamiltona po usunieciu k& wierzchotkow
(wraz z krawedziami z nich wychodzacymi) moze zostaé¢ podzielony na co najwyzej
k spojnych sktadowych.

Zatézmy przeciwnie, ze dla pewnego takiego grafu po usunieciu k wierzchotkéw
powstato [ spéjnych sktadowych, przy czyn [ > k. Bedziemy dodawaé spowrotem
usuniete wierzchotki i krawedzie wczesniej z nich wychodzace. 7 definicji cyklu
Hamiltona kazdy wierzchotek odwiedzamy doktadnie raz, a wigc mozemy przejsé
z jednej sktadowej do drugiej, przechodzac przez wybrany dodany wierzchotek,
ale nie mozemy uzy¢ go po raz drugi. Mamy do potaczenia w zamkniety cykl [
sktadowych, a wiec do zapelnienia [ "przerw"miedzy nimi, przy dodaniu kazdego
nowego wierzchotka mozemy zapetnié¢ przerwe pomiedzy co najwyzej dwoma skta-
dowymi, zatem po dodaniu k wierzchotkéw przerw bedzie | — k, czyli co najmniej
1, a wiec nie jest to cykl. Pokazana sprzecznos$¢ pokazuje, ze szacowanie [ < k jest
prawdziwe.
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| Zadanie 2. Niech w trapezie ABCD o podstawach AB, C'D przekatne przecinaja
sie w punkcie P. Wiedzac, ze [CPD] = 8,[APD] = 16, oblicz pole calego trapezu.

Uwaga: Zapis [ABC], czyli nazwa wielokata w kwadratowych nawiasach, zwy-
czajowo oznacza pole tego wielokata.

Zrédlo zadania: Etap szkolny Wojew6dzkiego Konkursu Przedmiotowego z Ma-
tematyki organizowanego przez Lodzkiego Kuratora Oswiaty dla uczniow szkot
podstawowych w roku szkolnym 2025/26.

Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Maria Janyska

Rozwigzanie:

A B

Rozwigzanie 1. Skoro podstawy AB,CD sa réwnoleglte, to mozemy zapisaé
réwnos$é pél [ADB] = [AC'B]. Po odjeciu obustronnie czesci wspélnej pél, czyli
[APB|, mozemy zapisa¢ [BPC| = [APD] = 16.

Trojkaty CPD,C' AD maja wspolng podstawe i rownoleglte wysokosci. Znamy ich
pola, mozemy wiec stwierdzi¢, ze stosunek wysokosci na bok C'D to 1 : 3, co z
rownolegtosci daje nam, ze wysoko$¢ trojkata APB z wierzchotka P to réznica
wysoko$ci CAD na bok C'D i wysokosci C'PD z wierzchotka P. Zatem stosunek
rozwazanych wysokosci CPD do APB to 1: 2.

Trojkaty APB i CPD sa podobne, jako ze katy <ABP i 4CDP sa naprzemian-
legte, analogicznie $BAP i 4DCP. Mozemy wiec zapisaé, ze stosunek ich pél
jest rowny stosunkowi kwadratéw ich wysokosci opuszczonych z odpowiadajacych
wierzchotkéw. Zatem skoro wynosi on 2 : 1, to stosunek pol to 4 : 1, przy czym

znamy [C'PD] =8, wigc [ABP] = 32.

Zatem pole calego trapezu wyraza si¢ sumg [ABC D] = [APB|+[APD|+[CPD]+
[BPC) =8+ 16 + 32 + 16 = 72.
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Rozwigzanie 2. Analogicznie jak w poprzednim rozwiazaniu pokazujemy, ze [BPC| =
16.

Mozemy zaobserwowaé, ze trojkaty APD,C'PD maja wspdélna wysokos¢ opusz-
czong z wierzchotka D, znamy pola obu tych tréjkatéw, mozemy wiec stwierdzié,
ze stosunek podstaw, na ktore opuszczona jest wspolna wysokosé to AP : PC =
2:1.

Podobnie tréjkaty APB,CPB maja wspblng wysokosé z wierzchotka B, znamy
juz stosunek ich podstaw i pole jednego z nich réwne 16. Stosunek tych pol jest
oczywiscie réwny stosunkowi podstaw, na ktére opuszczona jest wspolna wyso-

kosé, czyli [APB] : [CPB] = AP : CP =2: 1. Stad [APB] = 32.

Po zsumowaniu czterech pdl dochodzimy do takiego samego rezultatu, [ABC'D| =
72.
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