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il Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnanie
2f(x)+ f(1 —z) =3z
dla kazdego x € R.

Autor zadania: Henryk Pawtowski
Wybér zadania i redakcja rozwiagzania: Maria Janyska
Rozwigzanie: Najpierw podstawmy z := 1 — x.

2f1—z)+ f(z) =3 -3z
Teraz dodajmy stronami dwa powyzsze réwnania.
3f(x) +3f(1—z)=3

fle)+ f(l—z)=1

Odejmujac stronami to rownanie od podstawowej wersji warunku, otrzymujemy
wiec:

f(z) =3z —1

jako jedyne rozwiazanie zadanej funkcji. Sprawdzmy, czy znaleziony wzér funkcji
spelnia wyjsciowe rownanie.

2f(z) + f(1 —2) =3

6r—2+3—-3xr—1=3x
3xr = 3x

Skoro réwnanie jest spelnione, to jedynym rozwigzaniem jest wlasnie funkcja

f(z) =3z — 1.
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| Zadanie 2. Niech a, b, ¢ to dtugosci bokéw tréjkata, p to potowa jego obwodu, zas
r to dlugo$¢ promienia okregu wpisanego w ten trojkat. Udowodnij, ze zachodzi

1 1 1 1
= —.

p—af  G-bE (p-oF” 12

Autor zadania: Henryk Pawtowski

Wybér zadania i redakcja rozwigzania: Maria Janyska

Rozwigzanie:

Sposob 1: W rozwigzaniu wykorzystamy dwa niestandardowe wzory na pole tréj-
kata (oznaczymy je jako S).

S=p-r=1pp—a)p-bp-c
Z tego przyréwnania mozemy wyznaczy¢

2 p=ap-bp-c
p

r D

2 - ap-hr -0
Uzywajac otrzymanej réwnosci, przeksztalcamy rownowaznie teze zadania

1 1 1 > p

p—af @-BF -0 p-a)p-0p-0

Ta nier6wnoéé jednak wynika z nieréwnoéci w ciggach jednomonotonicznych: a2 +

y? + 2% > 2y + yz + 22. Podstawmy bowiem z = p%a, Yy = p%b, z = zﬁ' Otrzymu-
jemy
1 1 1 1 1 1

Yy (R Ay L Py T g S g gy

) ) ) = i

Ale skoro p jest potowa obwodu, to p—c+p—b+p—a = 3p—(a+b+c) = 3p—2p = p,
wiec

(pia>2+ (zol—b>+ (zaic)Q SPEOCEUIEr

faktycznie zachodzi.

vV
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Sposob 2: Mozemy takze zinterpretowaé otrzymang nieréwnosé

[ SR S P
(p—a)3? (=02 (@-0>" (p—a)p—"bp—rc)

geometrycznie. Niech z,y, z > 0 oznaczaja odpowiednio odcinki styczne do okregu
wpisanego w trojkat o bokach a, b, ¢ wychodzace z wierzchotkéw miedzy bokami b
ic,cia,bic. Ztwierdzenia o rownosci odcinkéw stycznych wiemy, ze p = x+y+2
orazp—a=z,p—b=y,p—c =z Mozemy wiec zapisa¢ przeksztalcong teze jako

1 1 1 _ax4y+tz
x?  yr o 22 Tyz

1 1 1
xyz<2+2+2> Zr+y+z
x4y z
Z zx T
yz |z xy
x Yy z

yz 2T xy
2= 2 — 21=) >
(2:(;) * <2y> * (22) Eryt2

Oszacujmy pary wyrazéw przez AM-GM (jako ze wszystkie wartodci sa dodatnie).

Zr+y+z

2
2v 2y dxy 2
2
woay ., [PyE T
2y 2z dyz 2
xy Yz xy’z Y
2z+2x 2zx 2 y

Dodajac parami te nieréwnosci, otrzymujemy witasnie nasza przeksztatcona teze,
wiec nierownosé zachodzi.
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